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Izziv 1. Dan je naslednji podprostor ravnine! R?:

1
A = Clge <{(az,y) € (0,00) xR |y = sinx}> .
Poi3¢i homeomorfizem med prostoroma X = R?\ A4 in R?,

Resitev. Definirajmo

F=xn([0,1] x [-1,1]),
G=X\((0,1) x (~1,1)

in
o1
Fi=<(x,y) € F|y>sin—;,
T
1
FQ:{(x,y)ergsm}.
x

Mnotzice Fy, F5 in G tvorijo konéno zaprto pokritje prostora X. Torej lahko
definiramo preslikavo h : X — R? s predpisom

(z,); (z,y) € G,
h(gc,y): (1‘,1—|—.17(y—1)); (z,y) GFl,
(z, =142y +1); (z,y) € Fa.

Dobra definiranost (in zveznost) sledi iz dejstva, da se predpisi na presekih
ujemajo.? Naj bo Y = h(X). Prostor Y lahko opigemo e drugace. Definirajmo
zvezni funkciji f4 : [0,00) = Rin f_ : [0,00) — R s predpisoma

fr(x) =14 min(z, 1) (sini — 1) ,

f-(z) = —1 4 min(z, 1) <sinalj + 1) ,

1Oznaka Clg2 pomeni operator zaprtja, tj. Clg2(B) je najmanjSa zaprta mnozica v R2, ki
vsebuje B.
2To in ostale manjkajode podrobnosti lahko preverite za vajo.



za ¢ # 0, v krajis¢u « = 0 pa z limitama f(0) = 1 oziroma f_(0) = —1. Naj

bo
B={(z,y) €[0,00) xR [ f(2) <y < fr(2)}.
Potem velja
Y =R?*\ B.

Preslikava h : X — Y je bijektivna, njen inverz h~! : Y — X lahko zapiSemo
eksplicitno kot
); (z,y) € G,
hH(z,y) = (&, 50 +1); (z,y) € ANY,

(2,22 —1); (z,y) € F,NY.

bz
Opazimo, da mnozice F1 NY, F5 NY in G tvorijo zaprto pokritje prostora Y,
predpisi na posameznih kosih so zvezni in se na presekih ujemajo. Inverz je torej
zvezen, preslikava h : X — Y pa je homeomorfizem.

1
2
==
Y

>

Prostor Y lahko nadalje preslikamo homeomorfno na prostor
Z =R\ ([0,00) x [-1,1]).

V ta namen vpeljimo mnozice
F+ = {(x7y) € [0,00) x R | y> er(.’E)},
F_={(z,y) €[0,00) xR |y < f_(2)},
F() = ((700,0] X R) ny.
Te mnozice tvorijo konéno zaprto pokritje prostora Y. Definiramo lahko torej
preslikavo k : Y — Z s predpisom
(.Z‘,y+1—f+($)); (.’I,‘,y)GFJr,
k(z,y) = (@y—1—f-(2)); (z,y) € F_,
(2, 9); (z,y) € Fo.
Predpisi so na kosih zvezni, na presekih pa se ujemajo. Tudi inverz k="' : Z =Y
te preslikave lahko eksplicitno opi§emo:
(@,y =1+ fi(2); (2,9) €[0,00) x (1,00),
kN z,y) = (@ y+ 14 f-(2); (2,9) € [0,00) x (=00, ~1),
(2, 9); (2,y) € (—00,0] x R.

Inverz je o€itno zvezen, torej je preslikava k : Y — Z homeomorfizem.
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Homeomorfizma [ : Z — R? zdaj ni ve¢ tezko definirati. Definiramo ga npr. kot
kompozitum [ = I3 0l o ly, kjer je I : Z — Z; homeomorfizem na prostor

Zy = {(z,y) € R* | & <max(0, |y| - 1)},
definiran s predpisom
h(z,y) = (z,max(1,1 4+ x)y),
prostor Z; nato preslikamo na polravnino (—oo,0) x R s preslikavo
la(z,y) = (z — max(0,[y| = 1),y),
to polravnino pa na R? s preslikavo
ls(z,y) = (log(—x),y).

Preslikava [ o ko h : R? \ A — R? je iskani homeomorfizem. O
Izziv 2. Naj bo 7g evklidska topologija na R in 77 trivialna topologija na {0, 1}.
Ali obstajata topologka prostora (A, 74) in (B, 7g), tako da velja:

o |T4| >3,

e |75| >3 in

o (A,74) X (B,78) = (R,75) x ({0,1},77)?

Resitev. Pokazali bomo, da taka prostora ne obstajata. Privzemimo, da sta
(A,74) in (B, 7p) topoloska prostora, ki zado§Cata tretjemu pogoju zgoraj:

(AvTA) X (BaTB) ~ (R7TE) X ({07 1}7TT)'

Naj bo h: (R,7g) x ({0,1},77) — (A, 7a) X (B, 7p) ustrezni homeomorfizem.
Pokazali bomo, da od tod sledi |74| = 2 ali pa |75| = 2, torej da mora biti eden
od faktorjev opremljen s trivialno topologijo. To bomo storili v veé¢ korakih.

Korak 1. Vsaj eden od prostorov (A, 74) in (B, Tp) mora imeti nestevno mnogo
tock.



To je ocitno: homeomorfizem je bijekcija. Ce bi bila torej oba prostora Stevna,
bi bil tudi njun produkt steven. Produkt R x {0,1} pa ni Steven, saj je realnih
Stevil neStevno mnogo.

V nadaljevanju bomo brez skode za splosnost privzeli, da ima prostor (A,74)
nestevno mnogo tock (sicer vlogi A in B zamenjamo).

Korak 2. Prostori (R,7g), ({0,1},7r), (A,74) in (B,Tg) so povezani s potmi.

Za (R,7g) to 7ze vemo, prostor ({0,1},7r) pa je opremljen s trivialno topo-
logijo, zato je poljubna funkcija v : [0,1] — ({0,1},7r) zvezna. V poseb-
nem to pomeni, da obstaja pot med poljubnima totkama v {0,1}. Torej je
produkt (R,7g) x ({0,1},7r) povezan s potmi in zato je tak tudi produkt
(A,74) x (B,7g). Prostora (A,74) in (B, 7p) sta zato prav tako s potmi pove-
zana. Ce sta namret 74 in 75 produktni projekciji in je v pot v (A, 74) X (B, 75)
od tocke (ay,by) do tocke (as,bs), potem je w4 oy pot od a1 do as in g o~y pot
od b1 do bg.

Korak 3. Prostor (B, Tp) ima najve¢ dve tocki.

Mnozica (R x {0,1})\{(0,0), (0,1)} ima dve komponenti za povezanost s potmi,
namre¢ U = (—00,0) x {0,1} in V = (0, 00) x {0, 1}. Obe sta nestevni. Ker je h
homeomorfizem, sta h(U) in h(V) komponenti za povezanost s potmi mnozice
(A x B)\ {h(0,0),h(0,1)}. Trdimo, da je to mogoce le, ¢e je |B| < 2. Denimo
namreé, da je |B| > 3. Pokazali bomo, da bi morala imeti v tem primeru
mnozica C = (A x B) \ {(a1,b1), (a2,b2)} najve¢ eno nestevno komponento za
povezanost s potmi, ne glede na izbiro tock (a1,b1), (az2,b2) € A x B.

Naj bo namre¢ by # by, by in a3z # a1, as in naj bo (a,b) € C poljubna tocka.
Ce velja a # ay,aq, je {a} X B s potmi povezana podmnozica v C, torej obstaja
pot v C od (a,b) do (a,b3). MnoZica A x {b3} je prav tako s potmi povezana
podmnozica v C, torej obstaja tudi pot od (a, b3) do (as, bs). Ce velja b # by, bo,
je mnoZica A x {b} s potmi povezana podmnozica v C, torej obstaja pot od (a, b)
do (as,b). Tudi {a3} x B je s potmi povezana podmnoZica v C, torej obstaja
tudi pot od (as, b) do (as, bs).

S tem smo pokazali, da od poljubne tocke (a,b) € C, razen morda (a,b) =
(a1, b2) oziroma (a,b) = (az,by1), obstaja pot do tocke (as,bs). To pomeni, da
vse tocke (a,b) € C, razen morda dveh, leZijo v isti komponenti za povezanost
s potmi. Torej ima C' najve¢ eno nestevno komponento za povezanost s potmi.
To pa je v protislovju z dejstvom, da ima (A x B)\{h(0,0),h(0,1)} dve nestevni
komponenti za povezanost s potmi. Sklepamo lahko, da je |B| < 2.

Korak 4. Prostor (B, 7g) ima trivialno topologijo.

Topologija 75 o€itno ni diskretna, sicer bi bil produkt A x B nepovezan. Preosta-
neta le dve moznosti: prostor B ima trivialno topologijo ali pa je homeomorfen
prostoru Sierpinskega, tj. S = {0,1}, kjer je mnozica {1} odprta, mnozica {0}
pa ne.

Slednjo moZznost bomo zdaj izklju¢ili. Denimo namre¢, da je B ~ S, oziroma
brez §kode za splosnost kar B = S. Potem je A x {1} odprta s potmi povezana



podmnozica v A x B. To pomeni®, da je h™1(A x {1}) = J x {0,1} za neki
odprt interval J C R. Naj bo z € J. Mnozica (R x {0,1}) \ {(z,0), (z,1)} je
nepovezana, torej mora biti tudi (A x B) \ {h(x,0), h(x,1)} nepovezana. Toda
h(z,0) in h(z,1) lezita v A x {1}. Mnozica (A x B) \ {(a1,1), (az2,1)} pa je
za poljubno izbiro a; # as povezana s potmi. Podmnozica A x {0} je namreé
povezana s potmi, med tockama (a,0) in (a, 1), kjer je a # a1, as, pa obstaja
pot, namre¢ v : [0,1] = (A x B)\ {(a1,1), (ag, 1)}, definirana s predpisom

_ (a70); t=0,
7(t)_{(a,n; t>0.

Funkcija v je zvezna. Ce jo namrec¢ zozimo na kodomeni, da dobimo preslikavo
[0,1] = {(a,0),(a,1)} = {a} x S, je praslika edine netrivialne odprte mnozice
v~ H(a,1)} = (0,1] odprta. O

Izziv 3. Dan je naslednji podprostor ravnine R?:

X=QxQU(R\Q) x (R\Q).

Ali je prostor X povezan? Ali je povezan s potmi?

Resitev. V nadaljevanju naj bo Q* = Q \ {0}, oznaka P((:cl,yl), (xg,yg)) pa
naj pomeni premico skozi tocki (z1,y1) in (z2,y2), tj.

P((z1,11), (22, 52)) = {(z1,91) + t(z2 — 1,92 —31) | t € R}
Zacnimo z naslednjo opazko:

Opazka. Ce za tocki (p1,q1), (P2, q2) € Q x Q velja p1 # p2 in ¢1 # g2, potem
je P((p1,q1), (p2,42)) C X.

Vsaka tocka na premici P((p1,q1), (p2,q2)) je namre¢ oblike (p1,q1) + t(p2 —
P1,q2 — q1), torej sta obe koordinati racionalni, ¢e je t € Q, sicer pa obe iracio-
nalni.

Od tod hitro lahko vidimo, da je prostor X povezan. Naj bo namre¢

A= U P((0,0),(p, Q))

(p,q)€Q* xQ*

Mnozica A je ofitno povezana (celo s potmi povezana), saj je unija druZine
premic (torej s potmi povezanih mnozic), ki se sekajo v izhodis¢u. Poleg tega je
mnozica A gosta v R?, saj je e njena podmnozica Q* x Q* gosta v R? (poljubna
metri¢na krogla v R? vsebuje neko tocko, ki ima obe koordinati nenicelni in

racionalni). Torej je A povezana mnozica z lastnostjo A C X C A, od koder
sledi, da je tudi mnozica X povezana.

Izkaze se, da je prostor X tudi povezan s potmi, za dokaz tega dejstva pa
se moramo malce bolj potruditi. Naj bo (z,y) € X poljubna tocka. Poka-
zali bomo, da obstaja pot* od (z,y) do (0,0). Ce je (z,y) € Q* x Q*, to

3Za vajo lahko podrobno utemeljis, zakaj to drzi.
4Spomnimo se, da je relacija ,med totkama (z1,y1) in (z2,y2) obstaja pot v prostoru X
ekvivalencna relacija.



Ze vemo iz prejSnjega odstavka. Ce je (z,7) € (Q* x {0}) U ({0} x Q*), je
P((z,y), (52, 254)) C X in zato obstaja pot do tocke (ZEY ZE) ki lezi v
Q* x Q*. Premica P((%7 x;y), (0,0)) pa spet lezi v X, torej obstaja pot do
(0,0).

Preostane $e obravnava primera, ko je (z,y) € (R\ Q) x (R\ Q). Izberimo
strogo monotoni zaporedji racionalnih $tevil (p,)nen in (¢n)nen, tako da velja
p1=¢q =0, lim, o py, =« in lim,, g, = y. Premica, ki povezuje sosednji
tocki v zaporedju (pn, qn)nen, lezi v X, torej lahko od (0,0) do (z,y) pridemo
po ustrezni lomljeni ¢&rti, ki te tocke povezuje. Natancneje receno, iskano pot
v :10,1] = X definiramo takole:

_ {(pann) + (n(n + ]-)t - n2 + 1)(pn+1 — PnyQdn+1 — Qn)a neN:te [nT_17 HLH

(z,y); t=1.

Intervali oblike [2=1, 7] tvorijo lokalno konéno zaprto pokritje intervala [0,1),
predpisi pa se na presekih ujemajo, zato je v zvezna na intervalu [0, 1). Zveznost
v tocki ¢t = 1 pa preverimo posebej. Naj bo € > 0. Zaporedje (py, g, ) konvergira
k (z,y), torej so vsi ¢leni od nekje naprej, npr. za n > N, vsebovani v krogli
K((x, Y), e). Ker pa je omenjena krogla konveksna mnozica, so tudi daljice med
temi ¢leni vsebovane v njej, torej se okolica [%7 1] tocke 1 v celoti preslika v

kroglo K ((z,y),€). S tem je dokaz konéan. O
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