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V tem dokumentu boste nagli reitve nekaterih nalog?, ki sem vam jih (delno
ali v celoti) pustil za domaco nalogo.

Naloga 1. Poiséi vse funkcije y : R — R, ki reSijo enacbo y' = 24/]y|.

Opomba. Ce enac¢bo razumemo dobesedno, govori o tem, da lahko odvod funk-
cije y v vsaki tocki izraGunamo iz funkcijske vrednosti v tej tocki. To bi med
drugim pomenilo, da odvod obstaja, zato se je smiselno pri reSevanju omejili na
odvedljive funkcije y. Vsaka taka funkcija y je med drugim zvezna.

Resitev. 1z enacbe lahko preberemo, da je odvod funkcije y povsod nenegativen.
Funkcija y je torej naras¢ajoca. Od tod sledi, da so mnozice

I ={z eR|y(z) <0},
I ={z eR|y(z) >0}
Iy={z R |y(z)=0}

intervali.> Po definiciji na intervalu I velja y = 0. Poskusimo ugotoviti e, kako
se y izraza na intervalih I, in I_. Na intervalu I, je funkcija y pozitivna, zato
na tem intervalu velja |y| = y in torej

od koder z integracijo dobimo

oziroma ekvivalentno
y=(z+0C)>°

Na intervalu I_ je funkcija negativna, zato je |y| = —y in torej

Z(—y)" 7y =1
5y 2y =1,

1Zahvaljujem se dr. Uro$u Kuzmanu, ki je z mano delil svoje zapiske, iz katerih sem pobral
naloge.

2 Interval je mnozica I C R (lahko tudi prazna), za katero velja: e sta a,b € I ina < c < b,
potem je c € I.



od koder z integracijo dobimo

oziroma ekvivalentno
y=—(z+0)%

Opazimo lahko, da je interval I zagotovo neprazen. (V nasprotnem primeru bi
bila namre¢ funkcija povsod pozitivna ali pa povsod negativna. Iz eksplicitne

izrazave bi potem sledilo, da je x = —C nicla funkcije, kar je o€itno protislovje.)
Za intervala I_ in I, pa imamo §tiri razliéne moznosti.
1. moznost: I_ = I, = . V tem primeru velja
y=0.
2. moZnost: I_ # () in I, = (). Iz zveznosti funkcije y sledi, da za neki
C € R velja
_ 7(:C+C)27 x < *Cv
v= 0; x> —C.
3. moZnost: I_ = () in I, # 0. Iz zveznosti funkcije y sledi, da za neki
C € R velja
"Ner02 z>-c

4. moznost: I_ # () # I,. Iz zveznosti funkcije y sledi, da za neka
C,DeR,C <D, velja

—(z+0)?% < -C,
y=2<0; x € [-C,-D],
(x+ D)% x>-D.
S tem smo obravnavali vse moZne primere. O

Naloga 2. Resi enacbo y"" — 2y’ + 2y = e® tan x.

Resitev. Nastavek y = e** nas privede do karakteristi¢ne enacbe \2—2\+2 = 0,
ki ima reSitvi Ay = 1+ in Ay = 1 —i. ReSitev homogenega dela enacbe je torej

yg = Ce® cosx + De” sinx.
Splosno resitev zdaj iS¢emo z variacijo konstante, torej v obliki
y = C(x)e” cosx 4+ D(z)e” sinz,
kjer lahko dodatno privzamemo, da velja sistem enacb

C'(z)e” cosx + D' (x)e” sinz = 0,

C'(z)(e* cosz) + D' (x)(e* sinx) = e tan x.
Ko izracunamo zapisana odvoda in enachi delimo z e”, se sistem poenostavi:

C'(x)cosx + D'(x)sinx = 0,

C'(z)(cosz — sinz) + D'(x)(sinx + cos r) = tanz.



Z upostevanjem prve enacbe lahko drugo enacbo Se dodatno poenostavimo in
dobimo enacbi

C'(z)cosz + D'(z)sinx = 0,
—C'(z)sinz + D'(z) cosx — tanz = 0.
Prvo enac¢bo mnozimo s sinz, drugo s cosz in ju seStejemo, pa dobimo ena¢bo
za D'(x):

C’'(z) coswsinz + D'(z)sin® x — C'(z) sinx cosx + D' (z) cos® x — sinx

= D'(x) —sinz = 0.

Podobno dobimo enacbo za C’(z), Ge prvo enacho mnozimo s cosx, drugo pa z
—sinaz:

2

C'(x) cos® ¢ + D' () sinz cos x + C’(z) sin®? x — D'(x) cos xsinz + e
cos x
.2
0@+ 2T o
cosx
Integriramo:
D(zx) = /sinxdx =—cosz+ D
in

1—cos’z
=— | ——dx
cos T

[aat]
= — + [ cosxzdx
cos T

1 (1—sinx> .
== ———— | +sinx + C,
1-+sinx

o
2
kjer integral funkcije ﬁ izraGunamo s substitucijo u = sinx,du = cosxdx in
razcepom na parcialne ulomke:

/ dx / Ccos T
= ——dx
CoS X 1 —sin“x
:/l—u2
1 1+u
Zlo _
1 1+sinx
—log| ——— | - C.
2 g(l—smx)

Splosna resitev enacbe se torej glasi

1 1 —si
y = — log ﬂ e’ cosx + Ce” cosx + De” sin x, C,D eR.
2 1+sinx
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Naloga 3. Resi enacbo y'" + 1y’ = tanz.

Resitev. Prvi naéin. Karakteristicna enatba A3 + A = 0 ima resitve \; =
i, Ao = —1 in A3 = 0, torej je reSitev homogenega dela enacbe

yg = Ccosx + Dsinz + E.
Splosno resitev i§¢emo z variacijo konstante, torej v obliki
y=C(x)cosz + D(z)sinz + E(z),
kjer dodatno privzamemo Se

C'(x)cosx + D' (z)sinx + E'(z) = 0,
—C'(x)sinx + D'(x) cosx = 0,

—C'(z)cosz — D'(z) sinx = tan .
Ce tretjo enacbo upostevamo v prvi, dobimo
E'(z) =tanz,

kar lahko integriramo s substitucijo v = cos x, du = — sin zda:

sinz du
E(J;):/ dx:—/—:—1ogu+(E—1):—logcosa:+(E—1).
cosx U
Razlog za tak zapis aditivne konstante je, da bomo na ta nacin na koncu dobili
lepsi rezultat (tega seveda ne moremo vedeti vnaprej, lahko pa goljufamo za
nazaj). Funkciji C in D izra¢unamo iz druge in tretje enacbe. Najprej drugo
ena¢bo mnozimo s sin z, tretjo pa s cosx in ju seStejemo, kar nam da
— C'(x)sin® z + D'(x) coszsinz — C’(z) cos® x — D'(x) sinz cosz — sin x
=—C'(z) —sinz =0
in zato
C(z) = /(fsinx)dx =cosz + C.
Nazadnje drugo ena¢bo mnozimo s cosz in tretjo z —sinx in ju se§tejemo, pa
dobimo Se

sin®

— C'(z)sinz cosx + D' () cos® x + C'(x) cos xsina 4+ D’(z) sin? 2 +
cos T
.2
:D,(x)+sm T _,
cos T

Kako se integrira slednjo funkcijo, smo videli Ze tekom reSevanja prej$nje naloge.
Dobimo

.2
D(x):_/sm T

cos T
1 1—sinz
:71 _— i D
2 %8 (1 —|—sinac> emr



Splosna resitev se torej glasi:

1 1 —si
y = - log ﬂ sinz —logcosxz + Ccosx + Dsinx + E.
2 1+sinx

Drugi naéin. Enatbo najprej integriramo. Dobimo (aditivno konstantno
spet izberemo tako, da bo rezultat lep):

y'+y= /tanxdxz —logcosx + E — 1.

Karakteristi¢na enac¢ba je A2+ 1 = 0 in ima ni¢li i, zato je reSitev homogenega
dela
yg = Ccosz + Dsinzx.

Splosno resitev zdaj iS¢emo z variacijo konstante, torej v obliki
y = C(z)cosz + D(z)sinz,
kjer dodatno privzamemo Se

C'(z)cosz + D'(z) sinx = 0,
—C'(z)sinx + D'(z) cosx = —logcosz + E — 1.

Prvo enacbo mnozimo s sin x, drugo s cos x, ju sestejemo in dobimo
C'(z)coszsinz + D'(x)sin® z — C'(x) sinx cosz + D' (z) cos® z
+coszlogcosx — (E — 1) cosx = D'(z) + cosxlogcosz — (E — 1) cosz = 0.

Integriramo in dobimo
D(z) = /(f logcosx + E — 1) cos zdx

= /(— coszlogcosx)dr + (F — 1)sinx

1 —sinx

1
z—sinxlogcosa:+210g< )—f—D—I—Esinx,

1+sinx

kjer smo funkcijo cos x log cos x integrirali per partes u = log cos x, dv = cos xdx:

2

/cosaclogcosxdx:sinxlogcosx—i—/sm T dx
cosx
1 1 —si
=sinxlogcosx — = log ﬂ —sinx — D.
2 1+sinx

Nazadnje 8e prvo enatbo mnozimo s cos z in drugo z — sin x in ju seStejemo, da
dobimo

C'(z) cos® x + D'(z) sinz cosz + C' () sin? x — D' (z) cos x sin x

—sinzlogcosz + (F — 1)sinz = C’'(x) —sinxzlogcosz + (E — 1) sinz = 0.



Integriramo per partes v = logcos z,dv = sin xzda:

C(z) = /sinxlogcos xdr — /(E — 1)sinzdx

:—cosxlogcosx—/sinxdx—/(E—1)sinxdx
= —cosxlogcosz + C + Ecosz.

Dobimo torej isto splosno resitev kot pri prvem nacinu:

1 1 —si
y = = log ﬂ sinz —logcosx + C'cosx + Dsinx + E.
2 14 sinx

Tretji na¢in. Najprej vpeljemo novo odvisno spremenljivko z = 3. Enacba
se poenostavi v
2" 4+ z =tanz.

Karakteristi¢na enacba je A2 +1 = 0 in ima ni¢li i, zato je reSitev homogenega
dela
zg = Ccosx + Dsinzx.

Splosno resitev zdaj iS¢emo z variacijo konstante
z = C(z)cosx + D(x)sinz,
kjer lahko dodatno privzamemo Se
C'(z)cosz + D'(z)sinz = 0,
—C'(z)sina + D'(z) cosx = tan z.
Ponovimo Ze znani razmislek: prvo ena¢hbo mnozimo s sinx, drugo s cosz, ju
sestejemo in dobimo
C'(x)cosxsinx + D'(x)sin® x — C’(2) sinx cosz + D' (z) cos?  — sinx
= D'(z) —sinz = 0,
od koder dobimo
D(z) = —cosz+ D.

Za izratun C(z) prvo enac¢bo mnozimo s coszx, drugo z —sinz, ju seStejemo in
dobimo
2

C'(z) cos® ¢ + D' () sinz cos z + C'(z) sin®? z — D'(x) cos xsinz + S

COST

)+ B

sin” x

cosx

To ze znamo integrirati:

2
C(x):_/sm T

cos T
1 1 —sinx
:71 e a—— i C
2 ©8 (1 +sinx> tsmat



Splosna resitev je torej

1 1 —si
z = =log 7s?nm cosx + Ccosx + Dsinx.
2 1-+sinx

Da iz te reSitve dobimo resitev originalne enacbe, jo moramo integrirati. Prvi
¢len lahko integriramo s substitucijo v = sinz, du = cos zdz:

1—sinz
/log (1—&-511133) coszdx = /log(l —u)du — /log(l + u)du

=(1—-u)—(1—u)log(l—u)+ (1+u)
—(1+u)log(l+u)+ (2E —2)

1—u
—log(1 — u? log ( —— | +2E
og( u)+uog<1+u>+

1
= —2log(cos ) + sinx log (Hsmx) +2F.
sinx

Tu smo uporabili
/logxdz =—zx+zlogx + F,

kar lahko vidimo s per partes integracijo v = log z,dv = dz. Kon¢ni rezultat je
torej

1 1 —si
y = = log ﬂ sinz — log(cosx) + C'sinax — Dcosx + E,
2 1+ sinx

kar je spet isti rezultat kot prej, le vloge konstant so nekoliko drugacne. O
Naloga 4. Resi enacbo z2y" — zy +y = logx.

Opomba. V vseh nalogah log z oznacuje naravni logaritem.

Resitev. Prvi na¢in. Nastavek y = 2 nas privede do karakteristi¢ne enacbe

A(A—=1) — A+ 1=0. Njeni nicli sta \; = Ay = 1, torej je resitev homogenega
dela enacbe
yg = Cx + Dzxlogx.

Desna stran enacbe je polinom stopnje 1 v log x, zato partikularno regitev i§¢emo
z nastavkom
yp = Alogx + B.

Upostevamo
Yp = A
Py
A
"o =
Yp = JIQ
in dobimo

—2A+ Alogx + B =loguz,

od koder po primerjavi koeficientov sledi

A=1 in B =2



Splosna resitev enacbe je torej
y=logr +2+4+ Cx+ Dxlogz.

Drugi nadin. Vpeljemo novo neodvisno spremenljivko u = log z. Odvisna
spremenljivka se po tej substituciji izraza v obliki
w(u) = w(logx) = y(x).

Zvezo med vi§jimi odvodi dobimo tako, da to ena¢bo dvakrat odvajamo po x.
Dobimo

od koder ob upostevanju

sledi

Po 8e enem odvajanju od tod sledi
w//ul — y/ +xy//.

To pomeni, da je
w// _ xy/ _’_xzy//,

oziroma po prejSnjem
w' —w = x2y//.

Enacba se torej v novih spremenljivkah glasi

w’ — 2w +w = u.
To je enac¢ba s konstantnimi koeficienti. Nastavek w = e nam da karakteri-
stitno enacbo A2 —2\+1 = 0, ki ima spet niéli \; = Ao = 1. Refitev homogenega
dela enacbe je zato

wy = Ce" + Due®.

Partikularno resitev iS¢emo z nastavkom
wp = Au + B.

Upostevamo
wp=A in wh=0,

pa dobimo
—2A+ Au+ B = u,

od koder po primerjavi koeficientov sledi
A=1 in B=2.
Splosna resitev enacbe je torej
w=u+ 2+ Ce" + Due",
oziroma v originalnih spremenljivkah

y=logx+2+4+Cx+ Dxlogz.



Naloga 5. Resi enacbo x2y" — 3xy’ + 5y = 1.

Resitev. Nastavek y = 2> nas privede do karakteristi¢ne enacbe A(A —1) — 3\ +
5 = 0. Njeni ni¢li sta Ay =247 in Ay = 2 — 4, torej je reitev homogenega dela
enacbe

yu = C2? cos(log x) + Dz cos(log z).

Partikularno resitev i8¢emo z nastavkom
yp = A

Upostevamo
yp =0 in yp =0

in dobimo

Splosna resitev enacbe je torej
1
y=7: + Cx? cos(log ) + Dx? sin(log ).

O

Opomba. Enacbe bi se lahko lotili tudi s substitucijo z = y — % in bi dobili
homogeno Eulerjevo enacbo.

2y’ + loga+2

Naloga 6. S pomoéjo Liouwvilleove formule redi enacébo y'’' — TTogz T 22 log? s

log x cosz. Namig: y; = logx resi homogeni del enacbe.
Resitev. Najprej se lotimo homogenega dela enacbe

" 2y’ logz + 2

~zlogr | 42? log® &

Liouvillova formula nam pove, da se determinanta Wronskega za linearno neod-
visni resitvi y; in yo enacbe

Y +a(x)y +bx)y=0

Y1Ys — Y1Y2 = exp (-/a(x)da:> )

2
zlogxz?

izraza v obliki

znana, reSitev enacbe pa je y; = logz.

Integral izraunamo s substitucijo u = log x, du = 42:

2dz 2du
/xlogx: u
=2logu+C
=2loglogx + C.

V nagem primeru je a(z) =

Dovolj bo poiskati eno re§itev yo, zato lahko izberemo C' = 0. Po antilogaritmi-
ranju nam tako preostane linearna enacba

(log z)yh — % = log” z. *



Tu si precej racunanja prihranimo, ¢e opazimo, da je ta enacba ekvivalentna
(glej prvo opombo spodaj)
( Y2 )/ _1,
log x

od koder takoj sledi, da se ena mozna resitev glasi

Yo = zlogx.
Splosna resitev homogenega dela enacbe je torej
yg = Czxlogz 4+ Dlogx.
Splosno resitev enacbe i§¢emo z variacijo konstante, torej v obliki
y = C(z)xlogz + D(x)logx,
kjer dodatno privzemamo Se, da velja
C'(z)xrlogz + D'(x)logz =0,

C'(@)(1 + log ) + D:i”““)

= log x cosx

Prvo enacbo delimo z log x, drugo pa mnozimo z x, kar poenostavi sistem:

C'(z)z+ D'(z) = 0,
C'(z)z(1 +logz) + D'(x) = xlog z cos z.
Prvo enacbo upostevamo v drugi in dobimo

C'(z)rlogx = xlog x cos

od koder sledi
C'(z) = cosz.

Iz prve enacbe zgornjega sistema sledi e
D'(z) = —x cos(z).

Od tod z integracijo (enatbo za D’(z) integriramo per partes v = —z,dv =
cos zdx) dobimo:

C(z) =sinz + C

D(z) = —zsinax — cosx + D
in s tem splosno resitev

y = —logzcosxz + Czrlogx + Dlogz.

10



Opomba. Pri iskanju druge resitve y, homogenega dela enacbe lahko vedno upo-
rabimo naslednji trik. Izrac¢unajmo odvod kvocienta z—f in uporabimo Liouvil-

leovo formulo:
! ! !
<y2> _ s — iy
Y1 y%

- yi%exp (—/a(m)dx) .

Ce integriramo obe strani in mnozimo z y1, torej dobimo drugo resitev y,. To
smo v bistvu storili zgoraj.

Opomba. Drugo resitev yo lahko is¢emo tudi v obliki yo = C(x)y;. Ce ta
nastavek vstavimo v homogeno ena¢bo, dobimo

logz 4 2

(C//(m)yl_,'_QCI(x)yi_FC(x)yi’)—L(C/(-’L’)yl +C(@)yy)+ 22 10g2 z

xlogx Cl@)y =0

Dejstvo, da y; resi homogeni del enacbe, pomeni ravno, da je vsota vseh ¢lenov,
v katerih nastopa C(z), enaka 0, tj. velja

2

" ’ AN
(€ (@ +20"@)h) ~ o

(C'(x)yr) = 0.

Upostevajmo Se y; = logx in y; = %, pa preostane le
C"(z)logz =0,

od koder dobimo
C(z) = Az + B.

Izbira A =1 in B = 0 nam da reSitev
yo = zlogx.

Opomba. ReSevanje enacbe (*) z variacijo konstante je precej daljSe: homogeni
del enacbe

Y2
logz)yh — 2= =0
(log 2)yz — ~

je enacba z loc¢ljivima spremenljivkama,

Ya 1
ys xlogx’

N _  day.
Integrirajmo jo (u = logz,du = F):

dx
logyz = xlogx

du
U

=logu + log D
=loglogz +log D.

11



0Od tod sledi
(y2)m = Dlogx.

Splosno resitev i§¢emo z variacijo konstante:
y2 = D(x)logx.
Odvajamo nastavek, ga vstavimo v ena¢bo, pokrajsamo ¢lene z D(z) in dobimo
D'(z)log? z = log® x.
Ena izmed reSitev te enacbe je o€itno
D(z) =z,
zato lahko za drugo resitev homogenega dela spet izberemo

Y2 = xlogz.
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